Algebra Lineal
Capitulo 11. Tépicos Especiales y Aplicaciones
11.4. Producto tensorial de espacios vectoriales y matrices

En esta leccién definimos el producto tensorial de espacios vectoriales, transformaciones
lineales y matrices . Dos preliminares son necesarios para esta definicién.

a. Espacio cociente.

Definicién 1. Sea V un K-espacio y sea W un subespacio de V, se define en V' la relacion
de equivalencia inducida por W en la siguiente forma

V=V v —veW

Esta relacién particiona al conjunto V' en clases de equivalencia denotadas por v, es decir,
t={ueV]ju=svi=v+W={v4+w|weW}
El conjunto de estas clases de equivalencia se denota por V/W, es decir,

V/W ={v|ve V).

Notemos que

=S v —1meW

V=7
1=0<veW.

Este conjunto cociente tiene estructura de K-espacio vectorial.
Proposicién 1. V/W es un espacio vectorial sobre K respecto de las siguientes opera-
ciones:

Veamos algunas propiedades de esta construccion.
Proposicién 2. (a) La funcién canénica

J:V-=V/W

VU

es una transformacion lineal.
(b) Si V es de dimensié6n finita, entonces



dim (V/W) = dim(V') — dim(W).

En forma més precisa, si X’ = {x1,...,2,,} esunabasede Wy X = {x1,..., Tm, Tmi1,- - -
es una base de V', entonces X” = {Z,11,...,T,} es una base de V/W.

(c) Sea T : V' — V una transformacién lineal y sea W un subespacio invariante de V.
Sean X", X', X como en el literal anterior. Entonces, la matriz de T" en la base X es de
la forma

mx (T’) *
T) = _
mx ( ) mxn (T)
donde T es la restriccién de T a W, y T : V/W — V/W es la transformacién inducida
definida por

T(©) =T (v)

b. Propiedad universal de las bases y KX

El Teorema 2 de la Leccion 2 del Capitulo 2 establece la propiedad universal de una base
X de un espacio vectorial V' en el sentido que cada funcién ¢ de X en un espacio W
se extiende en forma tnica a una transformacién lineal T : V' — W, de tal forma que
T(xz) = t(x), para cada © € X. De otra parte, recordemos que si K es un cuerpo y X
es un conjunto no vacio cualquiera, entonces KX) denota el espacio vectorial con base
canénica X = {e,},ex, donde e, = (k,),ex y k. =0si z £ xy k, = 1.

Podemos ya emprender la construccion del producto tensorial de dos espacios vectoriales.
c. Producto tensorial de dos espacios vectoriales.

Sean U,V dos espacios vectoriales sobre un mismo cuerpo K, sea X el producto cartesiano
de los conjuntos U y V, es decir, X = U x V. Notemos que en el conjunto X hemos
olvidado las estructuras de K-espacio que tienen U y V', a estos iltimos los estamos
tomando simplemente como conjuntos no vacios. Consideremos entonces el K-espacio
vectorial KX) con base canénica Z = {es}zex, donde e, es un arreglo de K (X) definido
por e, = (ky),ex v k. = 0si 2z # xy k, = 1. Notemos que los elementos de X son
parejas, es decir, un elemento x € X es de la forma © = (u,v). En otras palabras, el
conjunto de indices X es un producto cartesiano de dos conjuntos, y e, = €(,,) denota
el arreglo que tiene solamente una entrada no nula, la ubicada en la "posicién (u,v)", en
donde colocamos el escalar 1 € K. Notemos entonces que un elemento de K®) es una
combinacion lineal finita en la forma

Tle(ul,vl) + -+ Tte(ut,vi)-

Observemos que el elemento anterior es un arreglo finito que tiene ubicados en la posicién
(u1,v1) al escalar 71, en la posicién (ug, v9) al escalar ry ..., en la posicién (u, v;) al escalar
r; v en todas las deméds posiciones al escalar cero.

wrn}



Esta notaciéon puede ser simplificarla de la siguiente manera: representemos el elemento
€(uw) de la base canénica Z simplemente por (u,v) de tal forma que veamos a U x V' como
la base canénica de KX) y a las parejas (u,v) como los elementos de esta base canénica.
Asi pues, podemos pensar en KU*V) y considerar que la base canénica es U x V. Con
esta notacién podemos decir que un elemento de K (V*") es una combinacién lineal finita
de la forma

1 (Ul,?}l) + ety (Ut,”l}t)

donde rq,...,7r; € K.
Sea S el subespacio de K(U*V) generado por todos los elementos de la siguiente forma

y sea U ® V el K-espacio vectorial cociente correspondiente, es decir,

U@V: K(UXV)/S

Denotemos por u @ v a la clase de equivalencia (u,v) del cociente U @ V = KU*V) /g,
Entonces en U ® V' se tienen las siguientes propiedades fundamentales.

Proposicién 3. Para cualesquiera elementos u, v’ € U,v,v' € V y r € K se tiene que
() (u+v)@uv=uRv+uv v

e @w+v)=uu+ux

(i) r(u®v) =ru®w

(iv) r(u®@v) =u®rv

Corolario 1. La funcién canénica

t:UXxV —=-UQV

(u,v) — u®uv

es bilineal en cada argumento.

Definicién 2. El espacio vectorial U ® V' se denomina el producto tensorial de U con V.
Observemos como es un elemento cualquiera de U ® V': sea Z un elemento de U ® V', con
z € KWxV) entonces z es de la forma z = r; (uy,vy) + - - - + 7 (ug, v;), por lo tanto en el
cociente U @ V = KU*V) /S se tiene que

Z=11uU QUi+ -+ ru @ vy



pero como 7iuq, ..., Tu; € U, entonces podemos siempre asumir que Z es de la forma

UL QU+ -+ 4 U X V.

El producto tensorial tiene la siguiente propiedad universal.
Teorema 1. Sea W un K-espacio y sea f : U x V — U ® V una funcion bilineal.
Entonces, existe una unica transformacion lineal F': U @ V' — W tal que F ot = f:

UxV t UV

N 1F

w

La tranformacion lineal F' viene dada por

Fu®v) = f(u,v).

Demostracion. La funcién f definida sobre la base canénica U x V de KU*V) induce una
tinica transformacién lineal F’ : K(UXV) — W definida por F’ (u,v) = f (u,v). Definimos
entonces la funcién F (z) = F’(z), donde z € K(U*V) En particular, si z = (u,v) es un
bésico, entonces F' (u ® v) = F' (u,v) = f (u,v). Debemos ver que F' estd bien definida.
Sean 21, zo € KUXV) tales que Z7 = Z3, entonces z; —zp € S y por lo tanto z; — 25 es una K-
combinacién lineal de elementos como en (1). Como F” es K-lineal, basta considerar cada
una de las cuatro relaciones de (1) por separado. Si z3 — 23 = (u + v/, v) — (u,v) — (v, v),
entonces

F'(z1 — 29) = F'[(u + v/, v) — (u,v) — (¢, v)]

= f(u—l—u',v) - f(u,'U) - f(U’I?U)
=0, ya que f es bilineal.

De igual manera se consideran los otros tres casos de (1). Esto muestra que F”’ (z; — 23) =
0, es decir, F' (z1) = F' (23), y I esta bien definida.

De otra parte, como F’ es K-lineal, entonces ' es una transformacion lineal. Ademds,
Fot(u,v)=F(u®wv)= f(u,v), esto muestra que F ot = f.

Para terminar la prueba, sea GG otra transformacién lineal G : U ® V. — W tal que
G ot = f, entonces como GG es una transformacién lineal basta considerar el caso u ® v.
Asi pues, Got(u,v) = f (u,v), es decir, G (u®@v) = f (u,v) = F (v ®v).0

Presentamos a continuacion otras propiedades interesantes del producto tensorial.
Teorema 2. Sean U y V dos espacios vectoriales de dimensién finita n y m con bases
X ={z1,...,2,} yY = {vy1,...,Ym}, respectivamente. Entonces, X ® Y = {z; ® z; |
1<i<n,1<j<m}esunabasede U ® V,y en consecuencia, dimg (U @ V') = nm.



Demostracion. Consideremos el K-espacio vectorial canénico K™ de dimensiéon nm;
notemos que K™ estd conformado por arreglos finitos de nm entradas de K pegando
en forma sucesiva m arreglos de tamano n. La base canénica de K™ se puede entonces
representar por Z = {€11,...,€1,m;€21,---,€2m,---1Enls---,€nm}, donde el vector e; ;
tiene ubicado al 1 en la entrada (i — 1) m + j, y las deméds entradas son nulas.
Definimos entonces la transformacién lineal

T:Knm_)K(UXV)
eij—r;Qy;, 1<i<n,1<j7<m.

De otra parte, consideremos la funcién

f:UXxV — K"
f (u,v) = a1b1611 + -+ albmelm

+ G2b1€21 + -+ Clgbmegm

+ anblenl +-+ anbmenm

donde u = ay.x1 + -+ ap.xp y v = b1.y1 + « - - + by.ym- Es facil ver que f es bilineal.
Por el Teorema 1 existe una transformacién lineal F' : U ® V — K™ definida por
Fu®wv)=f(u,v) =aibier1+---+arbpeim+---+apbreni+- - -+ anbpenm. Pero notemos
que F'oT = [gnm y también T o F' = [ygy. Esto demuestra que 7' es un isomorfismo de
espacios vectoriales, con lo cual X ® Y es una base de U @ V' y dimg (U ® V') = nm.O
d. Producto tensorial de transformaciones lineales y matrices

Sean T': U — U’y F : V — V' transformaciones lineales donde X = {z1,...,x,} es
una base de U, X' = {#},...,2,} es una base de U’, Y = {y1,...,¥yn} una base de V'y
Y'={y},...,y,} una base de V'. Entonces la funcién

TxF:UxV-U®V
(u,v) = T (u) @ F (V)

es bilineal y por lo tanto induce una transformacién lineal

TRF:URV UV
u@vT(u)® F (V)

La transformacién T°® F' se conoce como el producto tensorial de T" con F. Se tiene
entonces la siguiente propiedad.



Teorema 3. Con la notacién anterior se tiene que

an B ain, B
mxgyxey (I ®F) = : :
ap B apn B

donde A = [a;;] = mx x (T) y B = [b;j] = myy' (F). La matriz de T ® F se conoce como
el producto tensorial de las matrices A y B y se denota por A ® B, es decir,

an B anB
A® B = : :
apm B apn B

Notemos que A ® B es de orden pg x nm.

Demostracion. Basta aplicar T® F a los vectores de la base X ®Y y expresar los resultados

a través de la base X' ® Y'.[J
Ejemplo 1. Sean T : R? — R? y F' : R? — R* las transformaciones lineales definidas por

T (x,y,2) = 2z + 3y, 3z + 42)
F(z,y) = (z,2+y,y,y — )

Calcular la matriz de T'® F' en las bases candnicas.
Solucion. Basta calcular las matrices A y B de las transformaciones 7'y F' en las bases
canoénicas:

2 3 0
A—m(T)—{3 0 4]
10
11
B=m(F)= 01
-1 1
2B 3B 0B |
m(T@F)zA@B:l?)B 0B 4B
T 20 30 007
22 33 00
02 03 00
22 -33 00
mTOF)=| 54 00 4 0
33 00 44
03 00 0 4
| 33 00 —4 4




e. Otras propiedades del prodcuto tensorial

En adelante consideraremos que los espacios vectoriales son de dimensién finita.

(i) Sean T': U — U' y F : V — V' transformaciones lineales sobreyectivas. Entonces,
T ® F es sobreyectiva. En efecto, si v/ @ v € U' @ V', entonces existe u € U y v € V tales
que T (u) =, F (v) ='. Porlo tanto, (T® F) (u®v) =T (u) @ F (v) =u' @7'.

(ii) Sean T': U — U’ y F' : V — V' transformaciones lineales, entonces ker (T'® F') =
ker (T) ® V + U ® ker (F'). Veamos la demostracién: denotemos por W = ker (T) @ V +
U ® ker (F'), este es un subespacio de U ® V. Es claro que W C ker (T'® F'), probemos
entonces la inclusién reciproca. Para esto consideremos el espacio cociente (U @ V') /W,
y la transfomracién lineal canénica

J UV > UV) /W

Z—Z
Para el producto tensorial Im (7") ® Im (F") consideremos el siguiente diagrama

Im (T) x Im (F) t Im (T") ® Im (F')

o\ ey

UeV)/W

donde f (T (u),F (v)) = J (u ®v). Debemos ver que f estd bien definida. Sea T (u;) =
T (u)y F(v1) = F (v), por lo tanto, u1 —u = ug € ker (T') y v; — v = vy € ker (F), luego

ug @ vy = (u+ uz) ® (v+ vg)
=UQRQRU+UR U+ U RV Uy R Vg
=uRV+ (U vy + Uz @V + ug @ v3)

donde u ® vg + us @ v+ us @ vy € U @ ker (F) + ker (T') ® V = W, esto muestra que

U KU —uRQueW
luego, J (u®v) = J (u1 @ vy).
Notemos que f es bilineal, por lo tanto induce la transformacién lineal H dada por
H(T (u) @ F(v)) = f(T (u), F(v)=J(u®v) =
Ho(T®F)=1J

Sea entonces z € ker (T'® F'), entonces H o (T ® F)(z) = H(0) =0 = J(z) =z, lo cual
indica que z € W.



(iii) Sean Sean T : Uy — U, Ty : Uy — Uz y Fy : Vi — Vo, Fy 0 Vo — V3 transformaciones
lineales, entonces

(To0T) @ (Fyo Fy) = (To ® Fy) o (Th ® FY).

En forma matricial,

AgA; ® BoBy = (A2 ® By) (A1 ® By)
(iv) Si Iy : U — U es laidéntica de U e Iy : V' — V| entonces

Iy ® Iv = Iygy.
En forma matricial,
E,®E, = FEun,.
(v) Sean T : U — U' y F : V — V' transformaciones lineales biyectivas, entonces
(ToF) '=T'9F
Matricialmente,
(A9 B ' =A@ B

(vi) Sean Ty F3, F5 transformaciones lineales compatibles para las operaciones indicadas,
entonces

En forma matricial,

AR (B1+ B)) =A® B1+ A® Bs.

En forma similar se tienen las distributivas por el lado derecho.

(vii) Sean 7" : U — U’ y F : V — V' transformaciones lineales y sea A € K, entonces
AN F=TANF)=A(T®F).

(viii) Sean A € M,, (K) y B € M,, (K), entonces

tr(A® B) =tr(A)tr(B),
det (A ® B) = det (A)" det (B)".

(ix) Sean A,C € M, (K)y B,D € M, (K), tales que A y C son similares y B y D son
similares, entonces



A® B es similar a C ® D.

(x) Sean A € M, (K), B € M,, (K), o un valor propio de A con vector columna propio
u y [ un valor propio de B con vector columna propio v. Entonces, u ® v es un vector
propio de A ® B con valor propio af.
(xi) Sean A € M, (K), B € M,, (K) matrices diagonalizables, entonces A ® B es diago-
nalizable.
(xii) Sean U y V espacios con bases X = {z1,...,2,} vy Y = {v1,...,ym}, respectiva-
mente. Entonces

UV 2 (UxV)

Veamos la prueba de este isomorfismo.
Sean o € U* y € V*, definimos entonces la funcién

fap: UXV = K
fa,/)’ (u,v) = (u)ﬁ (U)

Notemos que f, s es bilineal, por lo tanto induce una tnica transformacién lineal

Fop: UV — K
Fopu®v)=au)ps(v)

Esto indica que F,, 5 € (U ® V)"; se define entonces la funcién

U XV S (UeV)
(O‘7B) = Lap

Notemos que f es bilineal, y por lo tanto induce una transformacion lineal

F:U'@V* - UaV)
f(a@ﬁ):Fa75:>
F(a®B) (u®v) = Fap(u@v) = a(u) B (v)

Sean X* = {z7,..., 25} yY* = {yf,... vy}, } las bases duales en U* y V*, respectivamente.
Entonces,



F (2} @ y;) (2, @ ys) = 2} (2,) v} (ys)
=lsii=ryj=s

= 0, en otro caso

Sabemos que {z} ® y;‘ |1<i<n,1<j<m}esunabasede U*® V*y por lo anterior,
F (x;" ® y;) =(z;®y;)",1<i<n,1<j<m. Esdecir, F es una transformacion lineal
que envia una base en una base, por lo tanto, Fes biyectiva.

f. Una apliacién del producto tensorial de matrices

Sean A, B y C matrices complejas de tamanos n X n,m X m y n X m respectivamente.
Supoéngase que para cada valor propio a de A y cada valor propio S de B se cumple que
a+ B # 0. Demostrar entonces que la ecuacién matricial AX + X B = C tiene solucién
unica.

Solucion. Consideremos el C-espacio de matrices rectangulares M, (C), definamos la
funcién T por

T : My (C) = M, (C)
X— AX + XB

Notemos que T es una transformacién lineal. Para resolver el problema mostraremos
que T es biyectiva, con esto, dada C' € M,,, (C) existe una tnica X € M,,, (C) tal que
AX+XB=C.

La prueba de la biyectividad de 7' la haremos a través de su matriz en la base canénica B =
{E11,....E1m; s Ent, ooy Enm } de My, (C), es decir, probaremos que mg (T') es invertible.
Notemos entonces que

anE,, -+ a,En, BT ... 0
mp (T') = : : : o
B o apnEm 0 BT

donde E,, es la idéntica de orden m y B7 es la transpuesta de B. Pero,

anE, - aBEn
: : : =A®E,
amE, o0 apn B
BT ... 0o |
: t. : =E,® BT
0 BT
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De esta forma

mp(T)=A®E, +E,® B’

Puesto que C es algebraicamente cerrado existen matrices invertibles F' y G de tamanos
n X n'y m X m, respectivamente, tales que F'AF = S; y G'BTG = S, son matrices
triangulares superiores. Notemos que en la diagonal de S; y Sy estdn localizados los
valores propios a de A y 3 de BT, respectivamente (notemos que los valores propios de
BT son los mismos de B). Ahora notemos que

S1®E, = (F'AF)®E, = (F'®E,) (A®E,) (F® E,)
E,®5=E,®(G'B"G) = (E,®G™") (E,® B") (E, ® G)

donde ademads

(F'®E,)=(F®E,)"
(E,®G") =(E,2G)™"

De esta forma se tiene que

S1®OE, =(FQE,) ' (AQE,) (F®E,)
E,®S5=E,®G) " (E,®B")(E,®G)

Tenemos entonces que mg (T') = AQE,,+E,®BT, de donde (F @ E,,) ' mp (T) (F ® E,,,) =
(FOE,) " (AQE,) (F x E,)

+(F®E,) ' (E,®BT) (F®E,) =

(S ®E,)+ (F'@E,)(E,®B") (F®E,) =

(S1 @E;,) + (En ® BT).

Ahora, (E, @ G)"' (FQE,) "ms(T) (FQE,) (E,® G) =

(E,®G) ' (S1®E,) (E,®G)+ (E,®G) " (E,® BY) (E,®G) =

(S1 ®E,)+ (E,®S,). En total,

(B, ®G)  (FQE,) 'ms(T)(FOE,) (E,®G) = (S E,,) + (E, ® Sy)

es decir,

(FRG) " 'mp(T) (FRG)= (S ®E,) + (E,®5,).

Notemos que la matriz (S; ® E,,) + (E,, ® S3) es triangular superior y en su diagonal
estan las sumas de la forma a + (3, las cuales por hipétesis son no nulas, es decir, esta
matriz es invertible, o sea que, mp (') es también invertible, y la prueba ha terminado.[
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