Algebra Lineal
Capitulo 11. Tépicos Especiales y Aplicaciones
11.5. Matrices y formas positivas

En esta seccién estudiamos matrices positivas, formas sesquilineales positivas, y formas
cuadréticas positivas.

a. Matrices complejas positivas.

Definicién 1. Sea A € M, (C), se dice que A es positiva si

XAX*>0

para cada vector X = [zq,...,x,] € C* — 0, donde X* = XT.
Ejemplo 1. La matriz

2 ¢t 0
A= | —i 4 2
0 —2¢ 8

es positiva. En efecto,

2 1 0 a) — Zbl
|: a, + Zbl as + Zbg as + Zbg :| —1 4 23 ag — Zbg
0 —2¢ 8 ag — Zbg
= 2a1b2 — 2a2b1 + 4&2[)3 — 4a3b2 + 2(1,% + 4&3 + Qb% + 8(1% + 4b§ + 8b§
= (a1 + b2)” + (a2 — b1)* + (2a5 — by)” + (ag + 2b3)° + a2 + b + 2b2 + 242 + 4a2 + 42 > 0

para cada vector X = | a; +ib; ax +iby asz+ibs | € C*—0.
Otras caracterizaciones de las matrices complejas positivas son las siguientes.
Proposicién 1. Sea A € M, (C), entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) A es positiva
(b) La ecuacién

< X,Y >= XAY™

define un producto interno en C".

(¢) A = A* y para el producto interno canénico en C" se tiene que (X, XA) > 0 para
cada vector no nulo X de C".

(d) A = A* y los menores principales de A son positivos, es decir, todos los determinantes
de la forma

det : : ,1<k<n

son positivos.



Demostracion. (a) = (b): sean X, Y, Z € C", entonces

<X Y+Z>=XAY +2)"
=XA(Y"+Z")
= XAY "+ XAZ*
=< XY >+ <X, 7 >;
<AX)Y >= (A X)AY" =\ < XY >;
<X,X >=XAX" >0 para cada X no nulo de C".
Probemos que < Y, X >= < X,Y >. En efecto, sean X,Y € C", entonces
< X4Y, X+Y>=<X+4Y X>+<X+Y YV >
=(X+Y)AX" "+ (X +Y)AY”
= XAX"+YAX" + XAY* + YAY*
pero por hipétesis < Z,7Z >€ R para cada Z € C", por lo tanto < X + Y, X +Y >
S XAX* YAY™ € R, luego YAX* + XAY* =< YV, X > + < X, Y >€ R. De igual
manera,
<X+, X +iY >=< X+, X >+ < X 1YY >
= (X +iY)AX* + (X +1Y) A(Y)"
= XAX" 4+ i YAX" — i XAY*+ YAY* € R
luego iY AX* — i1 XAY* =i <Y, X > —i< X,Y >€ R. Por lo tanto,
<Y, X>4+< X V>=<V,X>+<X, VY >=<Y, X>+< X,V >
<Y, X>—-i <X Y>=i<Y X>—-1< XY >=—i<Y, X >4+i< XY >.

Podemos multiplicar la segunda igualdad por

— <Y X>4+<XV>=<V X>-< XY >

y sumarla a la primera
2< XY >=2<Y X >

es decir
<X)Y >=<Y X >.

Esto completa la prueba de que < X,Y > define un producto interno en C".
(b)=(c): Veamos primero que A es hermitiana, es decir, A = A*. Probemos que a;; = a;;
para cada 1 <4, j < n. Consideremos los vectores candnicos e; y e; de C", entonces

< e, e >= e Ae; = ay

< e, >= GjAB: = aj; =

i =< €4,€; >= < €5,6; > = a_ﬂ



Recordemos que el producto interno canénico en C" viene dado por (X,Y) = XY™, luego
(X, XA) =X (XA)" = XA'X"= XAX* =< X, X > >0, para X no nulo de C".

(c)=-(d): solo hay que probar lo relativo a los menores principales de la matriz A. Para
comenzar probemos que det (A) > 0. Puesto que A es hermitiana, entonces A es diago-
nalizable, y los valores propios de A son reales. Sea Y un vector propio correspondiente al
valor propio A, entonces AY = \.Y, entonces (AY)* = (A\.Y)", luego Y*A* = A\Y* = \Y'*,

de donde, (Y*,Y*A*) = (Y*,AY*) = A(Y*,Y*) = A(Y*,Y*) > 0, y como también
(Y*,Y*) > 0, entonces A > 0. Hemos probado que los valores propios son positivos.
En consecuencia, det (A) > 0. Ahora notemos que siendo A hermitiana, entonces cada

submatriz

es también hermitiana. Ademds (X, X, Ax) > 0 para cada vector no nulo X; de C*. En
efecto, sea X € CF un vector no nulo, completando con ceros construimos un vector no
nulo X de C", X = [X} | 0], puesto que (X, XA) > 0, entonces

[an - a0 an,
[1151 A | ()] A1 pe - Apn | =
L Qn1 Ank =+ Qpn
/
[xlall—l—---—l—a:kakl cee o X1Q1k o+ TgQrr ke *]:X

luego el producto interno canénico de X con X' es positivo y coincide con (X, X Ag).
Por lo probado antes, det (Ag) > 0.

(d)=-(a): Paso 1. Veamos que existe una matriz triangular superior P = [p;;| con pyr =
1,1 <k <mn, y para la cual se tiene que B =: AP es triangular inferior.

La existencia de P se puede plantear de la siguiente manera:

bir = anpik + -+ Qip—1Pk—1k + QikPrk + Qikt1Pk+1k + -+ QinPpk =
bir, = aj1pik + -+ - + Qig_1Pp—1x + ai para cada k > 1.

Como se quiere que B sea triangular inferior entonces también se debe tener que by, = 0
para k > i, entonces se debe cumplir que

anpik + -+ Qig—1Pr—1k + @i = 0 para k > 1



es decir se tienen las siguientes relaciones

a1 pik + -+ Gig—1Pr—1k + a1 =0

ag1p1k + -+ Aop—1Pk—1k + a2, = 0

agp—11Pik + -+ + QGp—1k—1Pk—1% + Ap—11 = 0
es decir el sistema

ai s A1k—1 D1k —Aa1k

Qg—11 - QAk—1k—1 Prk—1k —Ok—1k

debe tener solucién para cada k > 1. Pero esto estd garantizado ya que det (Ax_1) > 0.
Luego la matriz P existe y AP es triangular inferior.

Paso 2. P* es triangular inferior y P*B = P*AP es también triangular inferior. Sea D =:
P*AP, entonces D* = P*A*P = P*AP ya que A es hermitiana. Siendo D hermitiana y
triangular inferior, entonces D = P*B es necesariamente diagonal,

dq 0
D = ..
0 d,
Paso 3. Consideremos las columnas B®M, ..., B™ de B y las columnas AM, ..., A™ de

A; entonces

B(T) = A(l)plr + -+ A(r)prr +-+ A(n)pnr
= A(T) + A(l)plr + -+ A(Til)prfl,r

De esto se obtiene que la columna r de la submatriz Bj es igual a la columna r de la
submatriz A;, + una combinacion lineal de las restantes columnas de esta tltima matriz.
Para efectos del célculo del determinante se tiene entonces que

det (By) =det (Ax), 1 <k <n.
De igual forma, consideremos las filas de D y de B:

Dy =pnBay+ -+, Bey + -+ + 0 By
— B(T‘) + e _’_p:rle(’!’—l)



De esto se obtiene que la fila r de la submatriz Dy es igual a la fila r de la submatriz
B, + una combinacién lineal de las restantes fila de esta ultima matriz. Para efectos del
céalculo del determinante se tiene entonces que

det (Dk) = det (Bk) 5 1 S k S n.

En total se tiene que

det (Ak;) = det (Dk) , 1 S k S n.

Pero det (Dy) = dy---di = det(Ax) > 0 para cada 1 < k < n, entonces todos los
elementos diagonales de D son positivos.
Se tiene entonces que D = P*AP es diagonal con elementos positivos por la diagonal.
Esto implica que

Y*DY =y, Pdi+-+ | yn P dyp >0

para cada vector columna no nulo Y = (yq,. .. ,yn)T con entradas complejas.

Paso 4. Para terminar probemos que A es una matriz positiva. Recordemos que P es una
matriz triangular superior con py; = 1,1 < k < n, por lo tanto P es invertible. Sea X un
vector no nulo de C", entonces X* es también un vector no nulo y existe Y € C" no nulo
tal que PY = X*, luego X = (PY)" = Y*P* y de esta forma

Y*DY =Y*P*APY >0

es decir,

XAX™ > 0.0

Otra caracterizacion de las matrices complejas positivas corresponde a la descomposicién
de Cholesky.

Proposicién 2. Sea A € M, (C). Entonces, A es positiva si y sélo si existe una matriz
invertible P € M, (C) tal que A = P*P.

Demostracion. =) Si A es positiva entonces la ecuacién
<X,)Y >= XAY"

define un producto interno en C". Con este producto interno se puede construir una base
ortonormal en C", los vectores de esta base se pueden disponer en las columnas de una
matriz (). De otra parte, notemos que A es la matriz de este producto interno en la base
canénica de C", por lo tanto las dos matrices estdn relacionadas por

QTAQ = E.
Como @ es invertible, entonces A = (QT)fl (@)_1. Definimos entonces P = (@)_1, de
tal forma que (QT)f1 = P*. Es decir, A = P*P.
<) Supongamos que existe P invertible tal que A = P*P, entonces para cada vector no
nulo X de C” se tiene que PX™* es no nulo, luego



XAX* = XP*PX* = (PX*)" (PX*) > 0.0

Las pruebas de las proposiciones anteriores muestran ciertas propiedades interesantes de
las matrices complejas positivas.

Proposicién 3. Sea A € M, (C) una matriz positiva. Entonces,

(1) det (A) >0

(2) A es invertible

(2) Los valores propios de A son reales positivos

(3) A es hermitinana y por lo tanto diagonalizable por medio de una matriz unitaria.

(4) A~1 es también positiva

(5) AT es también positiva

(6) Para cada 1 < k < n, Ay es también positiva.

b. Matrices reales positivas.

Las matrices reales positivas se definen en forma similar al caso complejo pero con la
siguiente modificacién: en la Proposicién 1 no es posible demostrar (a)=-(b) ya que no
disponemos de un escalar ¢ tal que su cuadrado sea nulo. Por lo tanto, debemos modificar
la definicién de matriz real positiva de la siguiente manera.

Definicién 2. Sea A € M, (R), se dice que A es positiva si A = AT y

XAXT >0

para cada vector X = [z1,...,2,] € R" — 0.
Proposicién 4. Sea A € M, (R), entonces las siguientes condiciones son equivalentes:
(a) A es positiva
(b) La ecuacién
<X,Y >= XAY"

define un producto interno en C".

(c) A = AT y para el producto interno canénico en R" se tiene que (X, XA) > 0 para
cada vector no nulo X de R".

(d) A = AT y los menores principales de A son positivos, es decir, todos los determinantes
de la forma

det : : , 1< EkE<n

son positivos.

(e) Existe una matriz invertible P € M, (R) tal que A = PTP.
Proposicién 5. Sea A € M, (R) una matriz positiva. Entonces,
(1) det (A) >0

(2) A es invertible

(2) Los valores propios de A son reales positivos



(3) A es simétrica y por lo tanto diagonalizable por medio de una matriz ortogonal.
(4) A™! es también positiva

(5) AT es también positiva

(6) Para cada 1 < k < n, Ay es también positiva.

Ejemplo 1. La matriz

es positiva. Pero la matriz

2 10
B=|1 -4 2
0 28
es simétrica pero no es positiva:
2 10 0
(01 0] |1 —4 2 1| =-4
0 28 0
De otra parte, la matriz real
11
=[]

es tal que

11
K2 $2]l_1 11[2}—1’%—1—x§>0

para cada vector no nulo (z1,72) € R?. Pero C no es simétrica. También podemos
observar que la sola condicién de positividad (sin simetria !) en el caso real no garantiza
valores propios positivos, en efecto los valores propios de C' son 1 —i,1 + ¢ (notemos que
C no es una matriz positiva compleja ya que con 7 = 7 y con x5 = 1, se tiene que

2+ 22 =0).

Por 1ltimo veamos que en el caso real, la sola condicién de valores propios positivos no

garantiza ser matriz positiva. En efecto, la matriz real

Ejemplo 2. Calculemos la descomposiciéon de Cholesky de la matriz A del ejemplo

anterior: con el SWP obtenemos

V2 0 0 V2 V2
V2 WV2VT 0 0 3V2V7
0 2V2V7 3V3VT 0 0

S

N =
N =

PR
S5

ST



Comprobemos esta respuesta con el método descrito en la demostracién de la Proposicién
2. Podemos tomar la base canénica de R?® y con el producto interno inducido por A
construimos una base ortonormal de R? a través del método de Gram-Schmidt:

V1 = e = (1,0,0)
< €9,V1 >

Vg = €9 — U1
<v1,01 >
y < e3,V1 > < e3,U2 >
=e3 — (i
3 3 < V1,01 > ! < Vg, Vg > 2
Entonces,
V1 =€
(2 1 0 [1]
[010]|142]]0
02 8 0 1
vy = (0,1,0) — s T o1 T 1 (1,0,0):(—5,1,0)
(1 00]]|1 42 0
| 002 8]0
(2 1 0] [1]
(000 1]]|1 4 2 0
02 8 0
vg = (0,0,1) — T O: :1: (1,0,0)
[10O0]|1 42 0
|02 8] |0
2 1 0 -1
(000 1]|1 42 1
02 8 0 110
2 10 —3 2"
(-3 1 0] |1 42 1
02 8 0

B 2_41
S\ T

Normalizando se tiene



Lo (.00 :(17070>:(L oo)
ol V<o, 00> V2 Y
N E S e S
Jval| /<0202 > \/g

vs _ (3-71) _ (G-

_ 7
sl /< wvs,v3 > 48
7

VAV VYT o>

q3 =

S
H
VR

1 1
— (Lvavi- L vava E\/éﬁ)

Por lo tanto

L 0 0 3 —LVET AVAVT
A= | -4V WAVT 0 [0 WAVT - kAT
| LVavT -hvavE avavil Lo o LavT

V2 0 0 V2 V2
= | $V2 VT 0 0 3V2V7
0 2V2V7 3V3VT]L 0 0

c. Formas sesquilineales positivas

LN

Proposiciéon 6. Sea f una forma sesquilineal definida sobre un espacio complejo V' de
dimension finita n. Si X es una base de V' tal que A = mx (f) es positiva, entonces para

cualquier otra base Y de V se tiene que B = my (f) es también positiva.
Demostracion. Sabemos que si C' es la matriz de cambio de X a Y entonces

B=CTAC.

Sea X un vector no nulo de C", entonces

XBX* = XCTACX*
— XC"AC (X)"
= xcra(or) (%)
___\T
— xCTA <X0T>
=YAY* >0

ya que Y = XC7T es no nulo.[]



Definicién 3. Sea f una forma sesquilineal definida sobre un espacio complejo V' de
dimensién finita n. Se dice que f es positiva si existe una base X en V tal que mx (f) es
positiva.

Notemos que la matriz A de una forma sesquilineal compleja positiva f es siempre her-
mitiana, por lo tanto, para A valen las propiedades presentadas en las Proposiciones 1,2
y 3.

d. Formas bilineales positivas

Proposicién 7. Sea f una forma bilineal simétrica definida sobre un espacio real V' de
dimension finita n. Si X es una base de V' tal que A = mx (f) es positiva, entonces para
cualquier otra base Y de V se tiene que B = my (f) es también positiva.

Si A es la matriz de una forma bilineal simétrica positiva f, entonces para A valen las
propiedades presentadas en las Proposiciones 4 y 5.

e. Formas cuadraticas positivas

Definicién 4. (a) Sea ¢ una forma cuadratica definida a partir de una forma sequilineal
hermitiana f sobre un espacio V', se dice que ¢ es positiva si existe una base X en V tal
que la matriz de f en la base X es positiva.

(b) Sea ¢ una forma cuadrética definida a partir de una forma bilineal simétrica f sobre
un espacio V, se dice que ¢ es positiva si existe una base X en V tal que la matriz de f
en la base X es positiva.

Corolario 1. La diagonalizacién de una forma cuadratica positiva mediante el método
de valores propios expuesto en el Teorema 2 de la Leccién 2 del Capitulo 10 tiene sélo
coeficientes positivos: los valores propios de la matriz de la forma cuadrética.
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